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1 Einleitung

In diesem Beitrag werden die Theorie der Gröbnerbasen und ihre Anwendungen auf
Systeme polynomialer Gleichungen und homogene lineare partielle Differenzenglei-
chungen kurz dargestellt.

Die Theorie der Gr̈obnerbasen geht auf B. Buchberger [?], [?] zurück, der sie nach
seinem Lehrer W. Gr̈obner benannte. Ẅahrend der vergangenen drei Jahrzehnte wurde
sie weiterentwickelt und in vielen Bereichen der Mathematik angewendet. Heute wird
sie alsdaswesentliche Hilfsmittel zum Rechnen mit Polynomen in mehreren Variablen
betrachtet. Die entsprechenden Algorithmen sind in fast allen Computeralgebrasyste-
men implementiert. Ausführlichere Darstellungen dieser Theorie mit Beweisen und
vielen weiteren Anwendungen findet man in der angegebenen Literatur.

Mit N wird die Menge der natürlichen Zahlen{0, 1, 2, . . .} bezeichnet, mitNn die
Menge allern-Tupel(a1, a2, . . . , an) von naẗurlichen Zahlen.
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2 Polynomiale Gleichungen, Differenzengleichungen

Die Aufgabe, alle Tripel von Zahlen(a, b, c) mit den Eigenschaften

3a3bc− 3abc2 − 2a− 3b + 5 = 0

2a2bc2 + 4a2b− 2ab− 2c− 2 = 0

abc + ac2 − 2ab− 2bc + 2 = 0

abc3 + 2abc2 − 2ab− 3bc + 2 = 0

zu finden, ist einSystem von 4 polynomialen Gleichungen in 3 Variablen.
Diese Aufgabe zulösen bedeutet

• zu entscheiden, ob es solche Tripel (Lösungen) gibt, und - wenn ja -

• zu entscheiden, ob es nur endlich viele gibt,

• zu bestimmen, wieviele L̈osungen es gibt,

• eine bzw. alle L̈osungen zu berechnen.

Mit Hilfe eines Computeralgebrasystems, zum Beispiel mit MAPLE, kann diese
Aufgabe gel̈ost werden:

with(Groebner):

F := {3a3bc− 3abc2− 2a− 3b+5, 2a2bc2 +4a2b− 2ab− 2c− 2, abc+ac2−
2ab− 2bc + 2, abc3 + 2abc2 − 2ab− 3bc + 2}
is solvable(F);

true

is finite(F);

true

gbasis(F,tdeg(a,b,c));

[b− 1, a− 1, c2 − c]

Das heißt, die Aufgabe hat mindestens eine, aber nur endlich viele Lösungen und hat
dieselben L̈osungen wieb − 1 = 0, a − 1 = 0, c2 − c = 0. Die Lösungen sind also
(1, 1, 0) und(1, 1, 1).

Die Aufgabe
Finde alle Familien(w(α))α∈N2 von Zahlen mit der Eigenschaft:

Für alleν ∈ N2 ist

6w((2, 1) + ν) + w((1, 2) + ν)− w((0, 3) + ν) = 0

3w((1, 3) + ν) + 2w((1, 2) + ν)− 2w((0, 3) + ν) = 0

12w((3, 0) + ν))− 12w((0, 2) + ν) + 12w((1, 1) + ν)−
−5w((0, 3) + ν) + 5w((1, 2) + ν) = 0

3w((0, 4) + ν)− 4w((1, 2) + ν) + 4w((0, 3) + ν) = 0

ist ein System von vier (homogenen linearen partiellen) Differenzengleichungen auf
N2.
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Diese Aufgabe zulösen bedeutet

• eine TeilmengeΓ von N2 so zu bestimmen, dass für jede Wahl einer Familie
(z(γ))γ∈Γ genau eine L̈osung(w(α))α∈N2 mit w(γ) = z(γ), γ ∈ Γ, existiert
und

• ein Verfahren anzugeben, mit dem nach Wahl von(z(γ))γ∈Γ für beliebiges
α ∈ N2 die Zahlw(α) berechnet werden kann.

Auch diese Aufgabe kann mit Hilfe von MAPLE gelöst werden:
Für die (nicht eindeutig bestimmte) MengeΓ wird zum Beispiel

Γ = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (0, 3)}

berechnet.
Wird dann verlangt, dass für eine L̈osungw gilt: w((1, 2)) = 1 undw(γ) = 0 für alle
anderenγ ∈ Γ, dann ist diese L̈osung dadurch eindeutig bestimmt und etwa

w((3, 1)) = −1
6
, w((2, 2)) =

1
3
, w((4, 0)) =

3
4

.

Γ

s s s

s

s

s

s

s

0 0 0 − 5
12

3
4

0 0 − 1
6 − 1

6

0 1 1
3

0 − 2
3

4
3

3



3 Polynome inn Variablen

Ein Polynom inn Variablen ist durch eine Familie

(cα)α∈Nn

von Zahlen mit Indizes inNn gegeben, wobei nur endlich viele dieser Zahlen nicht
0 sind. Die Zahlencα heißen dann dieKoeffizienten des Polynoms. Wir ẅahlenn
Symbole, zum Beispielx1, . . . , xn, und schreiben

∑

α1,...,αn∈N
cα1α2...αn

xα1
1 xα2

2 . . . xαn
n

oder einfach ∑

α∈Nn

cαxα

anstatt(cα)α∈Nn .
Für α, β ∈ Nn ist

α + β := (α1 + β1, . . . , αn + βn) .

Addition und Multiplikation von Polynomen sind durch

∑

α∈Nn

cαxα +
∑

α∈Nn

dαxα :=
∑

α∈Nn

(cα + dα)xα

und ∑

α∈Nn

cαxα ·
∑

α∈Nn

dαxα :=
∑

α∈Nn

(
∑

β, γ
β + γ = α

cβ · dγ)xα

definiert. F̈ur diese zwei Rechenoperationen gelten die Rechenregeln eines kommuta-
tiven Ringes, das heißt, man kann mit Polynomen wie mit ganzen Zahlen rechnen.

Sind ein Polynomf :=
∑

α∈Nn cαxα und einn-Tupel von Zahlenz := (z1, . . . , zn)
gegeben, dann ist

f(z) :=
∑

α∈Nn

cαzα :=
∑

α1,...,αn∈N
cα1α2...αnzα1

1 zα2
2 . . . zαn

n

eine Zahl. Auf diese Weise kann jedes Polynom als Abbildung, die einemn-Tupel z
die Zahlf(z) zuordnet, aufgefasst werden.

Ein System polynomialer Gleichungenist durch Polynomef1, . . . , fk gegeben. Ge-
sucht sind allen-Tupelz von Zahlen so, dass

f1(z) = 0, . . . , fk(z) = 0

ist.
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4 Grad von Polynomen inn Variablen

Definition 1. EineTermordnung≤ aufNn ist eine totale Ordnung mit den Eigenschaf-
ten

0 ≤ α, für alleα ∈ Nn,

ausα ≤ β folgt α + γ ≤ β + γ, für alleα, β, γ ∈ Nn.

Beispiel 2. Die lexikographische Ordnung, definiert durch

(α1, . . . , αn) ≤ (β1, . . . , βn) :⇔
:⇔ es gibt einj mit α1 = β1, . . . , αj−1 = βj−1, αj < βj ,

ist eine Termordnung. Zum Beispiel ist

(1, 2, 4) ≤ (1, 2, 5) ≤ (2, 1, 4) ≤ (2, 2, 0) .

Die graduiert-lexikographische Ordnung, definiert durch

(α1, . . . , αn) ≤ (β1, . . . , βn) :⇔ [
(

n∑

i=1

αi <

n∑

i=1

βi)

oder

(
n∑

i=1

αi =
n∑

i=1

βi undα ist kleiner alsβ bezgl. der lexikographischen Ordnung)
]
,

ist eine Termordnung. Zum Beispiel ist

(2, 2, 0) ≤ (2, 1, 4) ≤ (1, 2, 5) ≤ (1, 5, 2) .

Auf N gibt es nur eine Termordnung und zwar die natürliche Ordnung.

Definition 3. Sei≤ eine Termordnung. DerGrad eines Polynoms

0 6= f :=
∑

α∈Nn

cαxα =
∑

α1,...,αn∈N
cα1α2...αnxα1

1 xα2
2 . . . xαn

n

ist
gr(f) := max

≤
{α | cα 6= 0} .

Der Leitkoeffizientvonf ist
lk(f) := cgr(f) .

Der Leitterm vonf ist
lt(f) := xgr(f) .

Beispiel 4. Seif := 3x2
1x

2
2 + x1x

2
2 + 4x3

1 + 1 .
Wenn≤ die lexikographische Ordnung ist, dann ist

gr(f) = (3, 0), lt(f) = x3
1 und lk(f) = 4 .

Wenn≤ die graduiert-lexikographische Ordnung ist, dann ist

gr(f) = (2, 2), lt(f) = x2
1x

2
2 und lk(f) = 3 .
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5 Ideale

SeiPn die Menge aller Polynome inn Variablen.

Definition 5. Seieǹ eine positive ganze Zahl undg1, . . . , g` ∈ Pn \ {0}. Die Menge

< g1, . . . , g` >:= {h1g1 + . . . + h`g` | h1, . . . , h` ∈ Pn}

heißt das vong1, . . . , g` erzeugte Ideal.
Eine nicht leere TeilmengeI von Pn ist ein Ideal , wenn es Polynomeg1, . . . , g`

gibt so, dassI =< g1, . . . , g` > ist. Die Menge{g1, . . . , g`} heißt dannBasisoder
Erzeugendensystemdes IdealsI.

Die Menge
gr(I) := {gr(f) | 0 6= f ∈ I}

heißt Gradmengedes IdealsI.

WennI ein Ideal ist und0 6= f ∈ I, dann ist f̈ur alleα ∈ Nn auchxαf ∈ I, also

gr(f) + Nn := {gr(f) + α | α ∈ Nn} ⊆ gr(I) .

Wenng1, . . . , g` eine Basis des IdealsI ist, dann ist also

(gr(g1) + Nn) ∪ . . . ∪ (gr(g`) + Nn) ⊆ gr(I) .

s

s

s

gr(g1)

gr(g2)

gr(g3)

Im allgemeinen sind diese zwei Mengen aber nicht gleich.

Beispiel 6. Seieng1 := x1, g2 := x1 +x2 und≤ die lexikographische Ordnung. Dann
ist gr(g1) = gr(g2) = (1, 0) und

(gr(g1) + N2) ∪ (gr(g2) + N2) = (1, 0) + N2 ,

wegenx2 = −g1 + g2 ∈< g1, g2 > ist gr(x2) = (0, 1) ∈ gr(< g1, g2 >), aber
(0, 1) 6∈ (1, 0) + N2.
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6 Gröbnerbasen

SeiPn die Menge aller Polynome inn Variablen und≤ eine Termordnung aufNn.

Definition 7. (Buchberger [?], [?]) Die Menge{g1, . . . , g`} ⊆ Pn \ {0} ist eine
Gröbnerbasis(bez̈uglich≤), wenn

gr(< g1, . . . , g` >) = (gr(g1) + Nn) ∪ . . . ∪ (gr(g`) + Nn)

ist.
Eine Teilmenge{g1, . . . , g`} eines IdealsI ist eine Gröbnerbasis vonI, wenn

gr(I) = (gr(g1) + Nn) ∪ . . . ∪ (gr(g`) + Nn) ist. (Dann ist auchI =< g1, . . . , g` >).

Kennt man eine Gr̈obnerbasis eines Ideals, dann kennt man auch die Menge seiner
Grade.

Wenn{g1, . . . , g`}eine Gr̈obnerbasis vonI und0 6= h ∈ I ein weiteres Element
von I ist, dann ist auch{g1, . . . , g`, h} eine Gr̈obnerbasis vonI. Daher sind Gr̈obner-
basen von Idealen nicht eindeutig bestimmt.

Wennn = 1 ist, dann ist eine Menge von Polynomen (in einer Variablen) genau
dann eine Gr̈obnerbasis, wenn sie einen größten gemeinsamen Teiler ihrer Elemente
entḧalt. (Ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler von Polynomen ist ein Polynom größtm̈ogli-
chen Grades, das alle diese Polynome teilt).

7 Lösbarkeit von Systemen polynomialer Gleichungen

Satz 8. (Nullstellensatz, 1. Teil, Hilbert 1890) Seienf1, . . . , fk Polynome inn Varia-
blen mit komplexen Koeffizienten. Das durchf1, . . . , fk gegebene System polynomialer
Gleichungen hat genau dann keine Lösung inCn, wenn

1 ∈< f1, . . . , fk >

ist.

Beispiel 9. Sei

f1 := x2
1 + x1x2 + 2x1 + x2 + 2 und

f2 := x1 + x2 + 1.

Dann ist1 = f1 − (x1 + 1)f2 ∈< f1, f2 > , also gibt es kein Zahlenpaar(z1, z2) mit

z2
1 + z1z2 + 2z1 + z2 + 2 = 0 und

z1 + z2 + 1 = 0.

Die Eigenschaft
1 ∈< f1, . . . , fk >

ist äquivalent zu
0 ∈ gr(< f1, . . . , fk >) .

Also: Wenn{g1, . . . , g`} eine Gr̈obnerbasis von< f1, . . . , fk > ist, hat das durch
f1, . . . , fk gegebene System von polynomialen Gleichungen genau dann eine Lösung
(in C), wenn f̈ur mindestens einen Indexi gilt: gr(gi) = 0.
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8 Division mit Rest

Wenn f und g von 0 verschiedene Polynome ineiner Variablen sind, dann gibt es
(eindeutig bestimmte) Polynomeh undr so, dass

f = hg + r und [r = 0 oder gr(r) < gr(g)]

ist. Dieser Satz̈uber die Division mit Rest kann auf Polynome inn Variablenübertragen
werden:

Definition 10. Der Träger des Polynoms
∑

α∈Nn cαxα ist die Menge allerα ∈ Nn

mit cα 6= 0.

Beispiel 11. Der Tr̈ager von12x3
1 − 12x2

2 + 12x1x2 − 5x3
2 + 5x1x

2
2:

s

s

s s

s

12

12

-12 5

-5

Satz 12. Seieng1, . . . , g`, f ∈ Pn \ {0} und≤ eine Termordnung. Dann gibt es Poly-
nomeh1, . . . , h` undr so, dass

f = h1g1 + . . . + h`g` + r ,

hi = 0 oder gr(higi) ≤ gr(f) , 1 ≤ i ≤ ` , und

kein Element des Trägers vonr in (gr(g1)+Nn)∪ . . .∪ (gr(g`)+Nn) enthalten

ist. Das Polynomr heißt dann einRest vonf nach Division durchg1, . . . , g`.

Der Restr kann wie folgt berechnet werden:

Solange der Tr̈ager vonf ein Element von(gr(g1) +Nn) ∪ . . . ∪ (gr(g`) +Nn)
entḧalt,

wähle das gr̈oßte dieser Elemente,γ, sowiegi undα so, dass gr(xαgi) = γ ist.
Seicγ der Koeffizient vonf beiγ. Ersetze dannf durchf − cγ lk(gi)−1xαgi.

Sobald kein Element des Trägers vonf in (gr(g1) + Nn) ∪ . . . ∪ (gr(g`) + Nn)
enthalten ist, istr := f .
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Beispiel 13. Ein Rest vonxy3 + 5y5 + 2xy4 nach Division durch
x2 − 2xy + 5, xy2 + xy + 1, 3x2y − 8x2 + 1 kann mit MAPLE berechnet werden:

with(Groebner):

G := [x2 − 2xy + 5, xy2 + xy + 1, 3x2y − 8x2 + 1] :

f := xy3 + 5y5 + 2xy4 :

normalf(f, G, tdeg(x, y));

5y5 − xy − 2y2 + y − 1

Wenn eine Gr̈obnerbasis eines Ideals bekannt ist, kann durch Division mit Rest
entschieden werden, ob ein gegebenes Polynom ein Element des Ideals ist oder nicht:

Satz 14. Seien{g1, . . . , g`} eine Gr̈obnerbasis des IdealsI in Pn undf ∈ Pn \ {0}
ein Polynom. Seir ein Rest vonf nach Division durchg1, . . . , g`.
Genau dann istf ein Element vonI, wennr = 0 ist.

9 Anzahl der Lösungen von Systemen polynomialer Glei-
chungen

Satz 15. Seieng1, . . . , g` Polynome inn Variablen mit komplexen Koeffizienten. Das
durchg1, . . . , g` gegebene System polynomialer Gleichungen hat genau dann nur end-
lich viele L̈osungen inCn, wenn die Menge

Nn \ gr(< g1, . . . , g` >)

endlich ist. Die Anzahl der Elemente dieser Menge ist eine obere Schranke für die
Anzahl der L̈osungen.

Satz 16. (Nullstellensatz, 2. Teil, Hilbert 1890) Seieng1, . . . , g` undf Polynome inn
Variablen mit komplexen Koeffizienten. Die durchg1, . . . , g` sowieg1, . . . , g`, f gege-
benen zwei Systeme polynomialer Gleichungen haben genau dann die gleiche Lösungs-
menge inCn, wenn es eine positive ganze Zahle mit

fe ∈< g1, . . . , g` >

gibt.

Die Menge aller Polynomef mit der Eigenschaft, dass es eine positive Zahle gibt
mit

fe ∈< g1, . . . , g` >=: I ,

heißtRadikal vonI. Schreibweise: Rad(I).
Die Elemente von Rad(I) sind also jene Polynome, die zu dem durchg1, . . . , g` gege-
benen System polynomialer Gleichungen

”
dazugenommen“ werden können, ohne die

Lösungsmenge zu verändern.
Wenn die MengeNn \ gr(I) endlich ist, dann kann das Radikal vonI mit Hilfe einer
Gröbnerbasis vonI leicht berechnet werden.

Aus dem zweiten Teil des Nullstellensatzes von Hilbert folgt:

Satz 17. Seieng1, . . . , g` Polynome inn Variablen mit komplexen Koeffizienten. Wenn
die Anzahl der L̈osungen des durchg1, . . . , g` gegebenen Systems polynomialer Glei-
chungen endlich ist, dann ist sie gleich der Anzahl der Elemente der Menge

Nn \ gr(Rad(< g1, . . . , g` >)) .
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10 Berechnung von L̈osungen von Systemen polynomia-
ler Gleichungen

Seienf1, . . . , fk Polynome inn Variablen undI das davon erzeugte Ideal. Wenn das
durchf1, . . . , fk gegebene System polynomialer Gleichungen nur endlich viele Lösun-
gen hat, entḧalt jede Gr̈obnerbasis vonI bez̈uglich der lexikographischen Ordnung für
jedesi, 1 ≤ i ≤ n, mindestens ein Polynom, das nur vonxi, xi+1, . . . , xn abḧangt. Ins-
besondere also auch ein Polynomh, das nur vonxn abḧangt. Ist dannz = (z1, . . . , zn)
eine L̈osung des Systems polynomialer Gleichungen, dann mussh(zn) = 0 sein. Die
Suche nach L̈osungen von Systemen polynomialer Gleichungen in n Variablen kann
so auf die Suche nach Nullstellen von Polynomen in einer Variablen zurückgef̈uhrt
werden.

Im folgenden Beispiel wird diese Methode angewandt, wir gehen dabei von drei
Polynomen aus, die bereits eine Gröbnerbasis bez̈uglich der lexikographischen Ord-
nung bilden.

Beispiel 18. Seien

g1 := x5
1 − 2x1x

2
2x3 + x4

2x
2
3 − 37,

g2 := x3
2 + 2x2

2x3 − x3
3,

g3 := x4
3 − x3

3 − x2
3 − x3 − 2.

Dann istG := {g1, g2, g3} eine Gr̈obnerbasis bez̈uglich der lexikographischen Ord-
nung. Die Zahl−1 ist eine Nullstelle vong3. Setzt man sie ing2 für x3 ein, erḧalt
man

g2(x1, x2,−1) = x3
2 − 2x2

2 + 1, eine Nullstelle davon ist1.

Setzt man ing1 für x2 die Zahl1 und für x3 die Zahl−1 ein, erḧalt man

g1(x1,−1, 1) = x5
1 + 2x1 − 36, eine Nullstelle davon ist2.

Daher ist(2, 1,−1) eine L̈osungg1, g2, g3 gegebenen Systems von polynomialen Glei-
chungen.

11 Systeme von linearen partiellen Differenzengleichun-
gen

Wir beschreiben an Hand des folgenden Beispiels das auf U. Oberst [?] zurückgehende
Verfahren zur L̈osung von Systemen linearer Differenzengleichungen.

Das System von Differenzengleichungen

6w((2, 1) + ν) + w((1, 2) + ν)− w((0, 3) + ν) = 0

3w((1, 3) + ν) + 2w((1, 2) + ν)− 2w((0, 3) + ν) = 0

12w((3, 0)+ν))−12w((0, 2)+ν)+12w((1, 1)+ν)−5w((0, 3)+ν)+5w((1, 2)+ν) = 0

3w((0, 4) + ν)− 4w((1, 2) + ν) + 4w((0, 3) + ν) = 0
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kann in die folgende Form umgeschrieben werden:

f1 ◦ w := (6x2
1x2 + x1x

2
2 − x3

2) ◦ w = 0

f2 ◦ w := (3x1x
3
2 + 2x1x

2
2 − 2x3

2) ◦ w = 0

f3 ◦ w := (12x3
1 − 12x2

2 + 12x1x2 − 5x3
2 + 5x1x

2
2) ◦ w = 0

f4 ◦ w := (3x4
2 − 4x1x

2
2 + 4x3

2) ◦ w = 0

Dabei ist
(

∑

α∈Nn

cαxα) ◦ w := (
∑

α∈Nn

cαw(α + ν))α∈Nn .

Sei I das vonf1, . . . , f4 erzeugte Ideal. Zuerst wird eine TeilmengeΓ vonN2 so
bestimmt, dass für jede Wahl einer Familie(z(γ))γ∈Γ genau eine L̈osung(w(α))α∈N2

mit w(γ) = z(γ), γ ∈ Γ, existiert. F̈ur dieses MengeΓ kannNn \ gr(I) geẅahlt
werden. Durch Berechnen einer Gröbnerbasis vonI wird Γ ermittelt:

Γ := {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (2, 0), (1, 1), (0, 2), (1, 2), (0, 3)} .

Um für beliebigesα ∈ N2 nach Vorgabe von(w(γ)γ∈Γ die Zahlw(α) zu bestim-
men, berechnen wir den Rest

∑
γ∈Γ aγxγ vonxα. Dann ist

w(α) =
∑

γ∈Γ

aγw(γ) .

12 Der Buchbergeralgorithmus

SeiI das vonf1, . . . , fk erzeugte Ideal. Mit dem Buchbergeralgorithmus (Buchberger
1965, [?], [?]) kann eine Gr̈obnerbasis vonI berechnet werden.

Definition 19. Für α, β ∈ Nn sei

max(α, β) := (max(α1, β1), . . . , max(αn, βn)

das (komponentenweise) Maximum vonα undβ.

s s

s

α

β

max(α, β)
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Für zwei von Null verschiedene Polynomef undg sei

S(f, g) := lk(g)xmax(gr(f),gr(g))−gr(f)f − lk(f)xmax(gr(f),gr(g))−gr(g)g

dasS-Polynom vonf undg (bez̈uglich einer Termordnung).

Es ist gr(S(f, g)) < max(gr(f), gr(g)).

Beispiel 20. Seienf := 2x2
1x2 − x2 + 1, g := 3x2

2 + x1 − 2 und≤ die graduiert-
lexikographische Ordnung. Dann ist

S(f, g) = 3x2f − 2x2
1g = −2x3

1 − 4x2
1 − 3x2

2 + 3x2 .

Es ist klar, dassS(f, g) in dem vonf und g erzeugten Ideal enthalten ist. Wenn
{f1, . . . , fk} eine Gr̈obnerbasis ist, ist daher der Rest aller S-PolynomeS(fi, fj), 1 ≤
i < j ≤ k, nach Division durchf1, . . . , fk gleich 0. Die wichtigste Aussage in der
Theorie der Gr̈obnerbasen ist, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 21. (Buchberger [?], [ ?]) Die Menge{f1, . . . , fk} ist genau dann eine Gröbner-
basis, wenn ein Rest (oder alle Reste) aller S-PolynomeS(fi, fj), 1 ≤ i < j ≤ k, nach
Division durchf1, . . . , fk gleich0 ist.

Mit diesem Satz kann̈uberpr̈uft werden, ob eine gegebene Menge von Polynomen
eine Gr̈obnerbasis ist oder nicht.

Beispiel 22. Seien≤ die graduiert-lexikographische Ordnung,f1 := x2
1 + x1 und

f2 := x2
2 + 1. Dann istS(f1, f2) = x2

2f1 − x2
1f2 = x1x

2
2 − x2

1. Division mit Rest von
S(f1, f2) durch{f1, f2} ergibt

S(f1, f2) = x1f2 − f1

und Rest0, also ist{f1, f2} eine Gr̈obnerbasis.

Satz 23. (Buchberger [?], [ ?]) Der folgende Algorithmus berechnet in endlich vielen
Schritten eine Gr̈obnerbasisG des vonf1, . . . , fk erzeugten Ideals:

• SetzeG := ∅ undF := {f1, . . . , fk}.
• SolangeF \ {0} nicht inG enthalten ist, setze

– G := F\{0} und

– F := G ∪ {
Rest vonS(f, g) nach Division durchG

) | f, g ∈ G
}

.

• SobaldF \ {0} in G enthalten ist, istG eine Gr̈obnerbasis.

Beispiel 24. Seien≤ die graduiert-lexikographische Ordnung,
f1 := x2

2 +1, f2 := x1x2 +1 undF := {f1, f2}. Dann istS(f1, f2) = x1−x2 =: f3

undG := {f1, f2, f3}. Wegen

S(f1, f3) = x3
2 + x1 = x2f1 + f3,

und

S(f2, f3) = f1

ist {f1, f2, f3} eine Gr̈obnerbasis des vonf1, f2 erzeugten Ideals.
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American Mathematical Society, Providence 1994.

[2] Becker, T., Weispfenning, V.: Gröbner bases.
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