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1 Einleitung

In diesem Beitrag werden die Theorie derdBnerbasen und ihre Anwendungen auf
Systeme polynomialer Gleichungen und homogene lineare partielle Differenzenglei-
chungen kurz dargestellt.

Die Theorie der Gibnerbasen geht auf B. Buchberg®; [ ?] zuriick, der sie nach
seinem Lehrer W. Gibner benannte. @hrend der vergangenen drei Jahrzehnte wurde
sie weiterentwickelt und in vielen Bereichen der Mathematik angewendet. Heute wird
sie alsdaswesentliche Hilfsmittel zum Rechnen mit Polynomen in mehreren Variablen
betrachtet. Die entsprechenden Algorithmen sind in fast allen Computeralgebrasyste-
men implementiert. Ausihrlichere Darstellungen dieser Theorie mit Beweisen und
vielen weiteren Anwendungen findet man in der angegebenen Literatur.

Mit N wird die Menge der néirlichen Zahlen{0, 1,2, ...} bezeichnet, miN" die
Menge allem-Tupel (a1, as, . . ., a,) von natirlichen Zahlen.



2 Polynomiale Gleichungen, Differenzengleichungen

Die Aufgabe, alle Tripel von Zahlefu, b, ¢) mit den Eigenschaften
3a®be — 3abc® —2a —3b+5=0
2a*bc® + 4a®b — 2ab —2c — 2 =0
abe 4 ac® — 2ab — 2bc+2 =0
abc® + 2abc® — 2ab — 3bc + 2 = 0

zu finden, ist einSystem von 4 polynomialen Gleichungen in 3 Variablen
Diese Aufgabe zuodsen bedeutet

zu entscheiden, ob es solche Trip&bsungen gibt, und - wenn ja -

zu entscheiden, ob es nur endlich viele gibt,

Zu bestimmen, wievieledsungen es gibt,

eine bzw. alle Bsungen zu berechnen.

Mit Hilfe eines Computeralgebrasystems, zum Beispiel mit MAPLE, kann diese
Aufgabe gebst werden:

with(Groebner):

F = {3a3bc — 3abc?® — 2a — 3b+ 5, 2a%bc? + 4ab — 2ab — 2¢ — 2, abc + ac? —
2ab — 2bc + 2, abc® + 2abc? — 2ab — 3bc + 2}

is_ solvable(F);
true
is_ finite(F);
true
gbasis(Ftdeg(a,b,c));
b—1,a—1,¢% -

Das heil3t, die Aufgabe hat mindestens eine, aber nur endlich viskenigen und hat
dieselben bsungen wieh — 1 = 0,a — 1 = 0,c®> — ¢ = 0. Die Losungen sind also
(1,1,0) und(1,1,1).

Die Aufgabe
Finde alle Familier{w(«)).enz VOn Zahlen mit der Eigenschaft:
Fur allev € N? ist

6w((2,1)+v)+w((1,2)+v) —w((0,3)+v)=0
3w((1,3) +v) +2w((1,2) +v) —2w((0,3) +v) =0
12w((3,0) + v)) — 12w((0,2) + v) + 12w((1,1) + v)—
—5w((0,3) +v) +5w((1,2) +v) =0
3w((0,4) +v) —4w((1,2) +v) + 4w((0,3) +v) =0

ist ein System von vier (homogenen linearen partiellen) Differenzengleichungen auf
N2,



Diese Aufgabe zubdsen bedeutet

¢ eine Teilmengd" von N2 so zu bestimmen, dasérfjede Wahl einer Familie
(2(7))~er genau eine Bsung(w(a)),enz Mit w(y) = z(v), v € T, existiert
und

e ein Verfahren anzugeben, mit dem nach Wahl vefy)).cr fir beliebiges
a € N2 die Zahlw(«) berechnet werden kann.

Auch diese Aufgabe kann mit Hilfe von MAPLE @it werden:
Fur die (nicht eindeutig bestimmte) Men§ewird zum Beispiel

I'={(0,0),(1,0),(0,1),(2,0), (1,1),(0,2), (1,2),(0,3)}

berechnet.
Wird dann verlangt, dass$if eine Losungw gilt: w((1,2)) = 1 undw(y) = 0 fur alle
andereny € T, dann ist diese &isung dadurch eindeutig bestimmt und etwa

1 1 3
1 = —— 2 2 = — 4 == —.
w(@ 1) =%, w((2,2)) = 3, w((4,0) = |
3
T
o=
) T %
o—to ==
) 0 0 == 3




3 Polynome inn Variablen
Ein Polynom inn Variablen ist durch eine Familie

(ca)aeN’"

von Zahlen mit Indizes ilN"™ gegeben, wobei nur endlich viele dieser Zahlen nicht
0 sind. Die Zahler,, heiRen dann dieKoeffizientendes Polynoms. Wir &hlenn
Symbole, zum Beispiet,, ..., z,, und schreiben

E a1 02 Qo
C()nlozg...anxl :I2 ....’,U”
ai,...,an EN

oder einfach

g o

acNn

anstatt(c, ) aenn -
Fur o, 8 € N™ ist

a'+’6:::(Oq +’Bla"'aan/+’ﬂn)~

Addition und Multiplikation von Polynomen sind durch

Z Cax® + Z dox® = Z (ca +do)x®

a€eNn aeNn aeN™
und
)DEEIED SENTISD SIMD SIS
a€eNn a€eNn aeNn 6 v
b
Bry=a

definiert. Rir diese zwei Rechenoperationen gelten die Rechenregeln eines kommuta-
tiven Ringes, das heil3t, man kann mit Polynomen wie mit ganzen Zahlen rechnen.

Sind ein Polynony := > cex®und eim-Tupel von Zahlery := (21, ..., 2z,)
gegeben, dann ist

f(z) = Z Cu 2% = Z Canas..an?] 252 o 20™

aeN? ai,...,an €N

aeN"™

eine Zahl. Auf diese Weise kann jedes Polynom als Abbildung, die eindunpel z
die Zahl f(z) zuordnet, aufgefasst werden.

Ein System polynomialer Gleichungishdurch Polynomé, . . ., fr gegeben. Ge-
sucht sind alle:-Tupel z von Zahlen so, dass

Ji(z) =0,..., fu(2) =0

ist.



4 Grad von Polynomen inn Variablen

Definition 1. EineTermordnung< aufN" ist eine totale Ordnung mit den Eigenschaf-
ten

0 < q,furallea € N7,
ausa < gfolgta +~ < B+, furallea, 8,y € N™,
Beispiel 2. Die lexikographische Ordnunglefiniert durch

(a1, an) < (Bi,.., Bn) &
& esgibteinjmitay = B1,..., ;-1 = Bj—1,05 < F5,
ist eine Termordnung. Zum Beispiel ist
(1,2,4) < (1,2,5) <(2,1,4) < (2,2,0).

Die graduiert-lexikographische Ordnundefiniert durch

(041, ) an) < (ﬁla ce aﬂn) = [(Z a; < Zﬁ?)
1=1 =1
oder
() ;= B; unda ist kleiner als3 bezgl. der lexikographischen Ordnujig

i=1 i=1

ist eine Termordnung. Zum Beispiel ist
(2,2,0) <(2,1,4) < (1,2,5) < (1,5,2).
Auf N gibt es nur eine Termordnung und zwar dieimi¢he Ordnung.

Definition 3. Sei< eine Termordnung. De6Grad eines Polynoms

- o Qo Q Qnp,
0+# f:= g Cqr® = g Caras...an®] L9 ... TH"

aeNn .., an €N
ist
0r(F) == maxc{a | co # 0}

Der Leitkoeffizientvon f ist
|k(f) = Cgr(f) .

Der Leitterm von f ist
It(f) := 29

Beispiel 4. Sei f := 32223 + z123 + 423 + 1.
Wenn< die lexikographische Ordnung ist, dann ist

ar(f) = (3,0),1t(f) = xi) und Ik(f) =4.
Wenn< die graduiert-lexikographische Ordnung ist, dann ist

or(f) = (2.2), t(f) = 233 und Ik(f) = 3.



5 Ideale

Sei P, die Menge aller Polynome in Variablen.

Definition 5. Seien? eine positive ganze Zahlung, ..., g, € P, \ {0}. Die Menge
<g1y...,9¢ >= {h1g1++h£gl | hlv"'ahe EPR}

heil3t das voryy, ..., g, erzeugte ldeal

Eine nicht leere Teilmengévon P, ist ein Ideal, wenn es Polynomeg;, ..., g¢
gibt so, dasg =< g,...,g¢ > ist. Die Menge{¢1, ..., g¢} heildt danrBasisoder
Erzeugendensysteties Ideald.

Die Menge

gr(l) :={gr(f) [0 # f € I}
heil3t Gradmengedes Ideald .

Wenn/ ein Ideal istund) # f € I, dannist @ir allea € N™ auchz® f € I, also
or(f) +N":=={gr(f) + a | e N"} Cgr(I) .
Wenngy, ..., g, eine Basis des Idealsist, dann ist also

(gr(g1) + N")U... U(gr(ge) + N") C gr(]) .

gr(g:1)

ar(gs)

gr(gz)

Im allgemeinen sind diese zwei Mengen aber nicht gleich.

Beispiel 6. Seieng; := x1, g2 := x1 + x5 Und< die lexikographische Ordnung. Dann
istgr(g1) = 9r(g2) = (1,0) und

(gr(g1) +N*) U (gr(gz) + N?) = (1,0) + N?,

wegenzs = —g1 + g2 €< g1,92 > ist gr(zs) = (0,1) € gr(< g1,92 >), aber
(0,1) & (1,0) + N2,



6 Grobnerbasen

Sei P, die Menge aller Polynome in Variablen und< eine Termordnung auf™.

Definition 7. (Buchberger 7], [?]) Die Menge{gi,...,9¢} C P, \ {0} ist eine
Grobnerbasis(bediglich <), wenn

(< g1,.-.,90>) = (9r(g1) + N")U... U (gr(ge) + N")

ist.
Eine Teilmenge{gs, ..., g¢} eines ldeald ist eine Grobnerbasis vor, wenn
gr(Z) = (gr(g1) + N*) U ... U (gr(ge) + N™)ist. (Dann istaucl =< g1,...,g¢ >).

Kennt man eine Gibnerbasis eines Ideals, dann kennt man auch die Menge seiner
Grade.

Wenn{gi, ..., g.}eine GBbnerbasis vord und0 # h € I ein weiteres Element
von [ ist, dann ist aucg, ..., g¢, h} eine GBbnerbasis vord. Daher sind Gibner-
basen von Idealen nicht eindeutig bestimmt.

Wennn = 1 ist, dann ist eine Menge von Polynomen (in einer Variablen) genau
dann eine Gibnerbasis, wenn sie einendten gemeinsamen Teiler ihrer Elemente
enthalt. (Ein gidliter gemeinsamer Teiler von Polynomen ist ein Polynaiigrigli-
chen Grades, das alle diese Polynome teilt).

7 Losbarkeit von Systemen polynomialer Gleichungen

Satz 8. (Nullstellensatz, 1. Teil, Hilbert 1890) Sei¢n ..., fr Polynome inn Varia-
blen mit komplexen Koeffizienten. Das dufgh. . ., fi gegebene System polynomialer
Gleichungen hat genau dann keinédung inC™, wenn

le< fi,oo 0, fo >
ist.
Beispiel 9. Sei
f1:=a% + z129 + 271 + 72 + 2 Und
for=x1 422+ 1.
Dannistl = f; — (z1 +1)f €< f1, f2 >, also gibt es kein Zahlenpagt; , z5) mit
22+ 2129+ 221 + 22 +2 =0und
z1+220+1=0.

Die Eigenschaft
le< fi,eeiy fie>

ist aquivalent zu
0€gr(< fi,- s fi >).

Also: Wenn {gy,...,g,} eine Gbbnerbasis vor< fi,..., fi > ist, hat das durch
f1,--., fx gegebene System von polynomialen Gleichungen genau dann @oed.
(in C), wenn fir mindestens einen Indexgilt: gr(g;) = 0.



8 Division mit Rest

Wenn f und g von 0 verschiedene Polynome ®iner Variablen sind, dann gibt es
(eindeutig bestimmte) Polynonteundr so, dass

f=hg+r und [r=0oderg(r)<gr(g)]

ist. Dieser Sat#iber die Division mit Rest kann auf Polynomeiiivariableniibertragen
werden:

Definition 10. Der Trager des Polynoms . coz® ist die Menge allerx € N™
mit ¢, # 0.

Beispiel 11. Der Trager vonl 223 — 1223 + 122125 — 523 + Sz 23

-12 5

12

12

Satz 12. Seiengy, ..., gs, f € P, \ {0} und< eine Termordnung. Dann gibt es Poly-
nomehy, ..., hy undr so, dass

f=higi+...+hege+1,
h; = 0odergrh;g;) <gr(f), 1 <i</¢,und
kein Element des @gers vonrin (gr(g: ) + N™)U. ..U (gr(g,) + N") enthalten
ist. Das Polynomr- heif3t dann eirRest vonf nach Division durchy, .. ., ge.
Der Restr kann wie folgt berechnet werden:

Solange der &ger vonf ein Element vor{gr(¢;) + N*) U... U (gr(ge) + N™)
enthalt,

wahle das gifdte dieser Elemente, sowieg; und« so, dass du“g;) = - ist.
Seic, der Koeffizient vonf bei~. Ersetze danif durchf — ¢, lk(g;) "'2“g;.

Sobald kein Element des&dgers vonf in (gr(g;) + N") U ... U (gr(g,) +N")
enthalten ist, ist := f.



Beispiel 13. Ein Rest vonry?® + 5y° + 2zy* nach Division durch
2% — 2xy + 5, xy® + 2y + 1, 3%y — 822 + 1 kann mit MAPLE berechnet werden:

with(Groebner):

G = [2? = 2zy + 5,2y + 2y + 1,32%y — 8x2 + 1] :

f = xy® + 5y° + 2xy* -

normalf( f, G, tdeg(x, y));

5y° —xy — 2y +y—1
Wenn eine Gibnerbasis eines Ideals bekannt ist, kann durch Division mit Rest

entschieden werden, ob ein gegebenes Polynom ein Element des Ideals ist oder nicht:
Satz 14. Seien{g, ..., g¢} eine GBbnerbasis des Idealsin P, und f € P, \ {0}

ein Polynom. Set ein Rest vory nach Division durchy, .. ., ge.
Genau dann isf ein Element vord, wennr = 0 ist.

9 Anzahl der Losungen von Systemen polynomialer Glei-
chungen

Satz 15. Seiengy, . . ., g, Polynome imn Variablen mit komplexen Koeffizienten. Das
durchg, ..., g gegebene System polynomialer Gleichungen hat genau dann nur end-
lich viele Losungen irC™, wenn die Menge

N*\gr(< g1,...,90 >)

endlich ist. Die Anzahl der Elemente dieser Menge ist eine obere Schrankieef
Anzahl der bsungen.

Satz 16. (Nullstellensatz, 2. Teil, Hilbert 1890) Seien . .., g, und f Polynome inn
Variablen mit komplexen Koeffizienten. Die dutgh. .., g, sowiegs, ..., g¢, f gege-
benen zwei Systeme polynomialer Gleichungen haben genau dann die gteiahgs-
menge inC", wenn es eine positive ganze Zalmhit

fe €< g1,---,90 >
gibt.

Die Menge aller Polynom¢ mit der Eigenschaft, dass es eine positive Zagibt

mit
fee<gr, g0 >=:1,

heiBtRadikal vonI. Schreibweise: Rdd).
Die Elemente von R&d) sind also jene Polynome, die zu dem duggh. . ., g, gege-
benen System polynomialer Gleichungelazugenommen® werderoknen, ohne die
Losungsmenge zu \éndern.
Wenn die Meng&N™ \ gr(I) endlich ist, dann kann das Radikal vémit Hilfe einer
Grobnerbasis voi leicht berechnet werden.

Aus dem zweiten Teil des Nullstellensatzes von Hilbert folgt:

Satz 17. Seieny, . . ., g¢ Polynome im Variablen mit komplexen Koeffizienten. Wenn
die Anzahl der bsungen des durchy, . . ., g, gegebenen Systems polynomialer Glei-
chungen endlich ist, dann ist sie gleich der Anzahl der Elemente der Menge

N™\ gr(Rad < ¢g1,...,9¢ >)) .



10 Berechnungvon losungen von Systemen polynomia-
ler Gleichungen

Seienfy, ..., fr Polynome inn Variablen und/ das davon erzeugte Ideal. Wenn das
durchfy,..., fi gegebene System polynomialer Gleichungen nur endlich vigdem-
gen hat, entéilt jede Gbbnerbasis void beziglich der lexikographischen Ordnunigy f
jedesi, 1 < i < n, mindestens ein Polynom, das nurvanz; 1, ..., z, abhangt. Ins-
besondere also auch ein Polynagdas nur vor,, abtangt. Istdan = (z1,. .., z,)
eine Ldsung des Systems polynomialer Gleichungen, dann fusg = 0 sein. Die
Suche nach éisungen von Systemen polynomialer Gleichungen in n Variablen kann
so auf die Suche nach Nullstellen von Polynomen in einer Variableinckgefihrt
werden.

Im folgenden Beispiel wird diese Methode angewandt, wir gehen dabei von drei

Polynomen aus, die bereits einetBnerbasis bemlich der lexikographischen Ord-
nung bilden.

Beispiel 18. Seien

5 2 4.2
g1 =] — 2z125%3 + THws — 37,

3 2 3
g2 1= T5 + 2x5%3 — X3,

g3 =123 — T3 — 25 — 23 — 2.

Dann istG := {g1, g2, 93} eine Gbbnerbasis bémglich der lexikographischen Ord-
nung. Die Zahl—1 ist eine Nullstelle vorys. Setzt man sie iy, fur 23 ein, erlalt
man

g2(21, 22, —1) = 23 — 223 + 1, eine Nullstelle davon ist.
Setzt man iy, fir x5 die Zahll und fur z3 die Zahl—1 ein, ertalt man
g1(x1,—1,1) = 27 + 2z, — 36, eine Nullstelle davon is2.
Daherist(2,1, —1) eine LOsungg1, g2, g3 gegebenen Systems von polynomialen Glei-

chungen.

11 Systeme von linearen partiellen Differenzengleichun-
gen

Wir beschreiben an Hand des folgenden Beispiels das auf U. OBEzsir{ickgehende
Verfahren zur Bsung von Systemen linearer Differenzengleichungen.
Das System von Differenzengleichungen

6w((2,1) +v)+w((1,2) +v) —w((0,3)+v) =0

3w((1,3) +v) +2w((1,2) +v) —2w((0,3) +v) =0
12w((3,0)+v))—12w((0, 2)+v)+12w((1, 1)4+v)—5w((0, 3)+v)+5w((1,2)+v) =0
3w((0,4) +v) —4w((1,2) + v) + 4w((0,3) +v) =0

10



kann in die folgende Form umgeschrieben werden:
frow:= (62329 + 2125 —23) 0w =0

faow := (3123 4+ 22125 — 223) ow = 0
faow:= (1223 — 1222 + 122125 — 523 + 52x122) ow = 0

frow:= (3x — da123 +4x3)ow =0

Dabei ist
( Z Cax®)ow = ( Z Cow(a + V))qenn -
aeN" aeNn
Seil das vonf, ..., f, erzeugte ldeal. Zuerst wird eine Teilmenigeron N? so

bestimmt, dasdif jede Wahl einer Famili€z(y))er genau eine bsung(w(a)) ,enz
mit w(y) = z(v), v € T, existiert. Fir dieses Meng& kannN"™ \ gr(I) gewahlt
werden. Durch Berechnen einerdbnerbasis vod wird I" ermittelt:

I :={(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2), (1,2),(0,3)}.

Um fir beliebigesy € N2 nach Vorgabe voiw(7y),er die Zahlw(a) zu bestim-
men, berechnen wir den R€s}. 1. a7 vonz®. Dann ist

w(a) = ayu(y).

~ver

12 Der Buchbergeralgorithmus

Seil dasvonf, ..., fi erzeugte Ideal. Mit dem Buchbergeralgorithmus (Buchberger
1965, 7], [?]) kann eine Gdbnerbasis vod berechnet werden.

Definition 19. Fir «, 8 € N™ sei
max(«, ) := (max(aq, 1), ..., max(an, On)

das (komponentenweise) Maximum verind 5.

o max(a,|3)

11



Far zwei von Null verschiedene Polynonfaund g sei

S(f,g) = |k(g)xmaX(gf(f)’gr(g))*gr(f)f _ |k(f)zmaX(gr(f),gr(g))*gf(g)g

dasS-Polynom vorf undg (beziglich einer Termordnung).

Esist g(S(f, g)) < max(gr(f),ar(g)).

Beispiel 20. Seienf := 22225 — x5 + 1, g := 322 + z; — 2 und < die graduiert-
lexikographische Ordnung. Dann ist

S(f,g) = 3xaf — 2229 = —22% — 4a? — 322 4 325 .

Es ist klar, dassS(f, g) in dem vonf und g erzeugten Ideal enthalten ist. Wenn
{f1,..., fx} eine GBbnerbasis ist, ist daher der Rest aller S-Polynéitig, f;), 1 <
i < j < k, nach Division durchfy, ..., fi gleich0. Die wichtigste Aussage in der
Theorie der Gbbnerbasen ist, dass auch die Umkehrung gilt:

Satz 21. (Buchberger ], [ ?]) Die Menge{ f1, ..., fx } ist genau dann eine ®bner-
basis, wenn ein Rest (oder alle Reste) aller S-Polyn§ife f;), 1 <1i < j < k, nach
Division durchfy, ..., fi. gleich0 ist.

Mit diesem Satz kaniiberpiift werden, ob eine gegebene Menge von Polynomen
eine Gbbnerbasis ist oder nicht.

Beispiel 22. Seien< die graduiert-lexikographische Ordnung, := x? + z; und
fo =23 + 1. DannistS(f1, fa) = 23 f1 — 2% fo = x123 — 23. Division mit Rest von
S(f1, f2) durch{f, f>} ergibt

S(fi, f2) =x1fo— f1
und ResD, also ist{ f1, f2} eine Gbbnerbasis.

Satz 23. (Buchberger P], [ ?]) Der folgende Algorithmus berechnet in endlich vielen
Schritten eine Gsbnerbasi< des vonfy, ..., fi erzeugten ldeals:

e Setzg7 :=QundF :={f1,..., fi}-
e SolangeF' \ {0} nichtin G enthalten ist, setze

- G:=F\{0}und
— F := G U{ RestvorS(f,g) nach Division durctG) | f,g € G}.

e SobaldF' \ {0} in G enthalten ist, ist7 eine GBbnerbasis.

Beispiel 24. Seien< die graduiert-lexikographische Ordnung,
fii=23+1, foi=xxp+1undF = {f1, fo}. DannistS(f1, fo) = 1 — 2 =: f3
undG := {f1, fo, f3}. Wegen

S(fi,f3) = af+a1=z2f1+ fs,
und
S(fan f3) = fi

ist{f1, f2, f3} eine Gbbnerbasis des vofi, f> erzeugten Ideals.

12
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